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H. Theil en J. Hemelrijk. 
Enige opmerkingen omtrent Standaardafwijkingen. 
Prof. Borst heeft ons drie vragen gesteld met betrekking tot 
standaardafwijkingen, die hier aohtereenvolgena behandeld zullen 
worden. 
1. Gevraagd de atandaardatwijkingen van een enkele bepaling en 
van bet gem1ddelde van duplo-bepaling, wanneer men be-
sohikt over de uitkomsten van 15 tot 50 duplo-bepalingen. 
1 .• 1.stel dat de volgende n duplo-bepa11ngen zijn verrioht: 
(x, ,Y, ) • (xi ,YL), • •".,, (x>,,Y,) .. 
Dan wordt een !.,~hatting van de atandaard~f~iJ~i!;I! van eftn ~ 
of van een y gegeven door 
. ·~ 
(x · - Y:. )-
~Hn-~) 
Dit geldt voor iedere verdeling var;i de wa/lrnemingen x en y .. 
Een restriotie moat eohter gemaakt wordena vaak stelt men, dat 
het interval, begrenad door de gevonden waarde minua twee mail de 
ing enerzijds en door de gevonden waarde plus twee maal de 
spre1d1ng anderzijda, een masaa draagt van 95~ 1> .. Dit nu geldt al-
bij normale verdelingen, zodat daze toepaas van de stan-
daardafwijking bij - vaak voorkomende - niet-normale verdelingen 
ala een veelal vr1j grove benadering beschouwd moet ,,orden .. 
1.2 Thane de standaaraf'wijking van het gemiddelde van ~~n, ~u12lobe-
l?.,B).1!;1! .. Geven we deze weer aan met (x~ ,Y,:), dan wordt een sohatting, 
van de standaardatw;Jkil'.\8 .V~l'.4 ~q m.; == f (x: + 1,;) gegeven door 
, i {%, -Yt J ·-
e . 1- " • ; .. • ¾¾ ' 
s =-== ----
.. '2 
D~t geldt eveneena voor iedere verdeling van x en y, terwijl de-
zel!de reatriotie ten aanzien van bet gebruik van a, moet worden 
eemaakt ala voor s; .. 
~1$M1>9!ll!IIOilll~!l:l\lilll'~---'/lll'$ 
1) ~Een interval draagt een roassa van 95~" betekent, dat de wur-
sch1jnlijkhe1d, dat een enkela waarneming in dit interval zal 
liggen, gelijk is aan 0,95 • 




2. Gevraagd de standaardafw1jk1ng van bet gemiddelde van een 
duplo-bepaling en van een triplobepaling wanneer men be-
iachikt over de ui tkornsten van 20-50 bepalinge11 ui t een 
mor.mter bloed. 
2.1 Stel dat deze uttkomaten zijn 
1 ( ,, en noem het gemiddelde x • ii' x 1+., ...... x 4 ) .. Dan is een EH)hatt1ns 
van de stand~~rdaf!!J.king van bet gem1a4elde van ee~~dup~o-
P,,e:pal.19& 
~ .r··t. ,,··-~ .. ,.,/f..M>·'' .. ···~ t- \,··) 
Ook deze scha.tj;ing geldt voor iedere ~·~ van x, met de-
zelfde restriotie ala die vermeld voor .. 
2.2 Dit la.at• kan bepaald worden voor de formula 
waarmee de !3Ji~daa!..dafwijkiag vap. p§)t semidd~J.de .van een . "t:N";Jlo: 
:!i!d!!:bepa.ling geachat word t. 
3. Gevraagd de standaardafwijking van het product van 2 (of 
meer) grootheden, v,aarvan de standaardafwijk1.ngen berekend 
kunnen worden, e:a evenzo van het quotient, en tenalotte 
de atandaardafwijk1ng van bet gemiddelde van het product 
(en quotient) ala die van de afzonderlijke grootheden be-
kend zijn., 
3 .1 In de eerste plaats de standaarda.fwijking ve,n het pro<luot. 
Stel dat de van de grootheden x en y verriohte waarnemingen 
zijn: 
x, ,xa, •• " ,xt. 
y I ,Yi , • " " ,y bi ' 
terv11J l de standaardafw1Jk1ng van z == xy berekend moet worden .. 
Noam het gemiddelde van de xi resp .. van de l· m1 reap. mi en de 
standaardafw1Jkingen resp. a; ens~. Dus geldt: 
1 '"' m, == -I n 






Dan wordt een eohattigg van de standaarafwijki,g& van z • ll ge-
geven door 
vooro~sesteld 1 dat de p::ootheden x en l 9nathankeliJk van elkaar 
verdeeld 11i~n. 
Indien de grootheden m,,me.,s/ ens~ exact gemeten zou.den z13n, 
zou deze formule ook exact geld.en, en wel voor iedere verdelina 
van x en van y. Eohter, de 2n grootbeden x~•Y;· (1,3.1, ••• ,n) vor-
men een steekproet, die, indien herhaald, in bet ~lgemeen tot an-
dere waarden x; ,1; aanleiding zoce.den geven. Derhalve zullen de 
uit xi,Y· berekende grootbeden m,,mL,s; ,s~ inhet algemeen afw13ken 
van de ~ware" gemiddelden en standaardafw13k1ngen van de popu.latie 
waaruit men de steekproef xi,Yj getrokken denktf d.w.z. dat de 
grootheden m, ,m~,•~ ens~ in bet algemeen niet "exact" zullen z13n. 
De grootheid •r moet dan ook ala een sohatting worden beschouwd. 
Hierbij komt nog een tweede moeilijkheid. Ook al ~ijn de groot-
beden x en y normaal verdeeld, dan nog is z • x y niet norms.al 
verdeeld. Hieruit volgt, dat de stelling, dat het 1n 1.1 genoemde 
inter.-1 ter breedte van vier maal de standaardafwijkina (bier a~) 
een maasa van 95~ draagt, elechta een vrij grove benadering inhoudt. 
Ook de voorwaarde van onafhankelijkheid van x en 1 zal zeker 
niet altijd vervuld zijn. 
~ 3.2 Als men drie grootheden x,y en• met elkaar vermenigvuldi&t en 
van 
z • xyu. 
de atandaardafw1Jk1ng wil sohatten, kan men gebruik. ma.ken van 
de formule 
waarbij m, ,m, en m.t iddllden van de waargenomen was.rd.en van 
de variabelen x, yen u voorstellen, 
1 
--n 





Ook hier is gebruik gemaakt van de hypothese, dat de variabe-
len x, yen u onafhankelijk van elkaar verdeeld zijn. Voor mmer 
dan 3 onafhankelijke variabelen kan de formula analoog worden uit-
gebreid,. 
3.3 Vervolgens de standaardafwijking van het quotient q = j van 
twee onafhan}.teliJkK. verdEu~;t;d~ variabelen x en y. 
Met behulp van een reeksontw1kkel1ng 1) kurme.n de volgende 
sohattingen worden gageveni 
voor het gem1ddelde m van q: 
11.. 
m, r st 1 
mu- 1+--::r 
mi i. m , 
i. 
en voor de etandaardatwijking s van q: 
--···-··•········· .. -· ····•·-·.··················· ..... . ................. :;.. 
· l ,.. ,1. Ii. t. ;1,i l / s, 3&», s 4 + m1 a,, 
SJ = \ .. / -.. ♦ l 'i ,.. y V mi mt. 
{voor de betekenis van mr,m2 ,~; en a~, zie 3.1) 
De bier gegevensschattingen voor gemiddelde en atandaardafwij-
king van 9 kunnen slechts gebruikt w10rden ala de s re1din van 
!l..eip :i-'3 in y:~:rgeliJking met ~iJ.P. ,:~emiddeld~; ala ~ 0, 1 is, is 
,. 
dit wel het geval. Verder geldt ook hier het in 3.1 verm.elde be-
zvwaar, dat men bier niet met een norm.ale verdeling te maken heeft, 
zodat de in 1.1 genoemde stalling slechta met reserve mag word.en 
toegepast • Tevens zal de voorwaarde de::r onafhankelijkheid van tel-
ler en noemer niet steeds vervuld zijn. 
3.4 Voor de standaardafwijking van het gemiddelde van een produc~ 
kan als aohatting gebruikt worden a, 
8,1) •,~ 
.. //'n 
waarbij n het aantal waarnemingen voorstelt. Bet spreekt vanzelt, 
dat voor 11,p dezelfde bezwaran geld.en ala voor S4 ; 1s s1 eohter 
"exact•• (zie 3 .1), dan is s,.p het ook .. De reaerves ten aanzien van 
t,/ 
de in 1.,1 genoemde stalling verliezen daarmee echter niet ha.n bete-
kenis,. 
3.5 Ala sohatting van de atandaardafwijking van hat gemiddelde van 
een quotient kan gebruikt worden 
I! ::J. 
B ::.:: ....k..- ~ 
1-9 ... ,-... - Ill 
t ?" n 
verder zij verwezen naar 3.4. 
1) De volgende reeksontwikkeling is gebruikt: 
~~~;: -;f+ i,! + UH 
waarbij, • y - m& .. 




4. l,roduot en quotient van n1et onafhankeliJk ver~eelde variabe-
len .. 
-
Indien de variabelen x en y niet onafhankelijk verdeeld zi~n, 
1s het niet mogelijk een algemeen verband aan te geven tuasen de 
standaardafwijking van het product (resp.quotient) en de standaard-
afwijkingen van x en y afzonderlijk. Veelal zullen eahter de waarden 
x, X 4 
z, ax,:,,, ••• , zffei a X.,1'11 resp. Q., =i ;:---•···· qh • r 
wel ala onafhankelijke waarnemingen beschouwd kunnen worden .. In bet 
bijzonder is dit het geval als de x~ (en eveneens de~) onderling 
o.no.f'bankelijk zijn en de afbankelijkheid van x. en y. voor iedeN 
. ~ i 
i dezelfde is• 
In dat geval kan men de stan~~!,fw,1jkin~,n vap z r~&:11?,..Jl 
aohatten door de met de in 3 .. 1 oorreaponderende formulas: 
resp. 
' h (z. - j) l 
s~ == 11 J! " n-~· -V I 
- 1 z. -n 
De restriotie van punt 1.1 moat ook hier worden gemaakt. De 
bier bescbreven metbode is ook toepasbaar, als x en y niet onaf-
hankelijk zijn, maar eist dan, wegens de noodzaak van hot bereke-
nen der z_. en q,: 11 aanzienlijk meer tijd dan de in punt 3 .1 en 3 .,3 
besohreven methoden. 
5. Uit de voorwaarden en restricties blijkt 11 dat alle hierboven 
genoem.d.e formulas bun specifieke nadelen hebben .. Dit betekent, dat 
veelal voor bepaalde problemen andere methoden dan die der standaard-
afwijkingen betere oplossingen geven. Aangezien dit eohter afbanke-
lijk is van de bijzonderbeden van de betreffende problemen, 1s bet 
weinig zinvol hierop momenteel nader in tegaan, daar een sam.envat-
ting in algemene termen van deze methoden niet kort kan zijn. Bet 
Mathem.atisoh Centrum is ecbter steeds bereid bij de oploasing van 
dergelijke problemen behulpzaam te z1Jn. 
